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V. Die Klassifikation der Endamorphismen

endlichdimensionaler Vektorraume

Einleitende Bemerkungen zum Klassifikationsproblem

§ 11 Normalformen

11.1.

11.2.

11.3.

11.4.

Uberblick iber die Klassifikation
Definition der Jordanschen Normalforme

Die Analyse der Jordanschen Normalform:
Jordan-Zerlegung in halbeinfachen und nil-
potenten Anteil, verallgemeinerte Eigenraum-
zerlegungeSynthese: Konstruktion von Jordan-
Zerlegung und Jordan-Normalform

Die Klassifikation nilpotenter Endomorphismen
Nilpotente Endomorphismen und Matrizen,

NilpotenzindexeAnalyse nilpotenter Endomorphismene

zyklische Unterrdume, erzeugende Vektorene
kanonische Filtrierung durch die Kerne der Po-
tenzen eines nilpotenten EndomorphismuseDie
Normalform nilpotenter EndomorphismeneDie
Klassifikation nilpotenter Endomorphismen

und Matrizen

Pigenwerte, Eigenrdiume, Jordan-Zerlegung
Definition von Eigenwerten und Eigenvektoren.
Charakterisierung von Eigenwerten als Null-
stellen des charakteristischen Polynomse<Eigen-
werte in R und Ce.algebraischer AbschluB von
Kérperneelementarsymmetrische Funktionene
Skalarerweiterung fiir Vektorr&ume und Endomor-

phismen«Die Koeffizienten des charakteristischen
Polynoms als Funktionen auf M(nxn,K)eDie Spur einer

Matrixedas Einsetzen von Endomorphismen und
Matrizen in Polynomee.das Minimalpolynom eines
EndomorphismuseCharakterisierung nilpotenter
Endomorphismen durch Eigenwerte, charakteri-
stisches-und Minimalpolynomehalbeinfache und
diagonalisierbare Endomorphismen und Matrizene.
verallgemeinerte Eigenvektoren und Eigenrdume.
der Euklidische Divisionsalgorithmus fir Poly-

nomringeedie verallgemeinerte Eigenraumzerlegung
und die Konstruktion der additiven Jordan-Zerlegunge

Eindeutigkeit der Jordan-Zerlegqung-Existenz und

Eindeutigkeit der additiven und der multiplikativen
Jordan-Zerlegung fir Endomorphismen bzw. Automor-

phismen von Vektorriumen iber perfekten Kb&rpern
Die Jordan-Normalform

Der Satz iliber die Jordan-Normalform von Matrizen
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11.5.

11.6.

11.7.

Elementarteiler

Definition der Elementarteiler einer
Matrixe.die Elementarteiler einer Matrix

in Jordan-NormalformeKlassifikation der
Konjugationsklassen von Matrizen durch

die Elementarteiler fiir algebraisch abge-
schlossene Koeffizientenkdrpere.Beziehungen
zwischen Elementarteilern, Minimalpolynom
und charakteristischem PolynomeDer Satz von
Cayley-Hamilton

Die Klassifikation bis auf Konjugation
Klassifikation als algorithmisches und als
strukturelles ProblemeKlassifikation von
Konjugationsklassen von Matrizen mit Koeffi-
zienten in beliebigen K&rpern durch die
ElementarteilersCharakterisierung halbeinfacher
Matrizenereguldre halbeinfache Matrizensregulire
Matrizen.die charakteristische Abbildung

X: M(nxn,K) - K? durch die Koeffizienten des
charakteristischen Polynomse X identifiziert die
Konjugationsklassen halbeinfacher Matrizen mit
K? und die Klassen reguldrer halbeinfacher
Klassen mit dem Komplement der Diskriminanten-
mengesdie Beispiele n = 2 und n = 3+Die Zer-
legung jeder Faser von X in endlich viele
Konjugationsklassen mittels der zugehdrigen
Partitionensystemesdie Ordnungsstruktur der
Partitionensysteme und die Adjazenzordnung der
Konjugationsklassen in den Fasern von X

Beispiele: GL(2,R) und GL(3,R)

1. Beispiel: GL(2,R)

Ziel der Diskussion: quantitative und qualitative
Beschreibung der Orbits von GL(2,R) und 0(2,R)
auf M(2x2,R), der Fasern von ¥: M(2x2,R) > R2

und der Endomorphismen von R4 .wichtige Unter-
gruppen von GL(2,R) *Bruhat-Zerlegung, Iwasawa-
Zerlegung und Cartan-Zerlegungedie Fasern von ¥
sind Kegel oder Rotationshyperboloideedie vier
GL(2,R) -Orbittypenesinguldre Matrizen sind genau
die singuldren Punkte von Xe+Normalformenedie
Orbits als homogene Ri3umesspezielle orthogonale
Normal formenedie Geradenscharen auf den ein-
schaligen Hyperboloiden und die Eigenraumzerlegung
der reguldren diagonalisierbaren Matrizenesdiskrete
und continuierliche dynamische Systeme, 1-Parameter-
gruppene.die Exponentialabbildung fir Matrizen,
Definition und grundlegende Eigenschaften.Unter-
suchung von exp: M(2x2,R) - GL(2,R) » Typen von
1-Parametergruppen in GL(2,R) und ihre Operation
auf R2.qualitative Springe in einem stetigen
reguldren Schnitt von 1-Parametergruppen
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2. Beisptel: GL(3,R)

Stratifikation von Basis und Fasern der
charakteristischen Abbildung X: M(3x3,R) +
R3 .der subregulédre nilpotente Orbite
Beschrédnkung von X auf eine transversale
Scheibe S *explizite Beschreibung von x]Sq
Die Singularitdten der Fasern von XIS-
Beziehungen zu anderen Theorien

Anhang: Die schwingende Saite
Differentialgleichung der schwingenden Saites
Eulers LdsungeBernoullis Analyse: Uberlagerung
synchroner Schwingungensdas zugehdrige Eigenwert-
problems trigonometrische ReiheneFourierentwicklung

Historische Bemerkungen zur Untersuchung der Struktur
linearer Transformationen

Implizite Eigenwertprobleme im 18. Jahrhunderte
DiagonalisierungsJordan-NormalformeElementarteiler-
theorie

Literatur zu § 11

VI. Vektorrdume mit einer Sesquilinearform

Einleitende Bemerkungen

§ 12 Vektorrdume mit Hermiteschen Formen und ihre
Endamorphismen

12,1,

12.2.

Sesquilinearformen

BilinearformeneNotwendigkeit der Verallgemeinerung,
insbesondere Ubergang zu SchiefkdyperneQuaternionens
Definition von SesquilinearformeneBeispiele.symme~
trische, antisymmetrische und alternierende Bilinear-
formen.quadratische Formen und symmetrische Bilinear-
formen.e-hermitesche FormeneBeschreibung von Sesqui-
linearformen durch Matrizen.Isometrie von Vektorriumen
mit Sesquilinearformen, Kongruenz von MatrizeneBe-
schreibung €-hermitescher Formen durch Matrizenesym-
metrische und antisymmetrische, hermitesche und
antihermitesche Matrizens.adjungierte Matrix

Selbstadjungierte und unitdre Endomorphiemen

Der duale K-Linksmodul V* zu einem K-Rechtsmodul Ve
transponierte Homomorphismenedie kanonischen Homo-
morphismen ¢g: V V™ und §: v + V* zu einer Sesqui-
linearformeder Rang einer Sesquilinearformefir nicht-

entartete Sesquilinearformen sind ¢ und § Isomorphismene
Definition der linksadjungierten und rechtsadjungierten

Endomorphismen und ihre Beschreibung durch Matrizene
Bildung des adjungierten Endomorphismus als Antiauto-
morphismus von End(V)ehermitesche, antihermitesche und
unitire Endomorphismenedie Identifikation von End(V)

und Sesq (V) bei gegebener nichtentarteter Sesquilinear-

formehermitesche, antihermitesche, unitire Matrizen.
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12.3. Orthogonalisierung
Definition der Orthogonalitdtsrelation und
des orthogonalen KomplementessBeispiel: or-
thogonale Komplemente fiir eine indefinite
FormeEigenschaften des orthogonalen Komple-
mentessOrthogonalbasen und Orthonormalbasene
Existenz von Orthogonalbasensorthogonale
Summen-Zerlegung und orthogonale Projektione
Orthogonalisierung nach Gram-Schmidt.Orthogo-
nalisierung und FourierentwicklungeHilbertraume

12.4. Isotropie
Isotrope Vektoren und UnterrdumesBeispiele.Der Satz
von WitteKirzungsregel fir orthogonale direkte
Summen e-hermitescher FormeneAut(V,b) operiert
transitiv auf der Menge der maximalen total isotropen
Unterrdume+sReduktion einer hermiteschen Formeder Witt-
Index<Rang und Witt-Index der reellen quadratischen
StandardformeneUrsprung des Wortes "isotrop"

12.5. Klassifikation hermitescher und antihermitescher Formen
e-hermitesche Formen auf einem 2-dimensionalen Vektor-
raum mit isotropem Vektoredie hyperbolische Standard-
ebene«Abspalten hyperbolischer EbenensKlassifikation
der alternierenden Bilinearformenssymplektische Basene
die symplektische GruppesSp(1,K) = SL(2,K)Hamiltonsche
Gleichungenedie symplektische Gruppe ist die Gruppe
der linearen kanonischen Transformationenesymmetrische
Bilinearformen auf 1-dimensionalen Vektorrdumen, ins-
besondere fir die Kérper €,R,Q edie Diskriminante einer
nicht entarteten symmetrischen BilinearformeKlassifi-
kation der symmetrischen Bilinearformen lber algebraisch
abgeschlossenen Kérpernedefinite und semidefinite reelle,
komplexe und quaternionale hermitesche FormensNormal-
formen flr hermitesche Formenemaximale positiv definite
Unterrdumeedie Signatur einer hermiteschen Formedie Signa-
tur der StandardformeneTrdgheitssatz von Sylvestere.
TrdgheitsindexsBeziehungen zwischen den Invarianten der
hermiteschen FormeneKlassifikation hermitescher Formene
die reellen orthogonalen Gruppen O(p,q,R), die komplexen
unitdren Gruppen U(p,q,C) und die quaternional unitéren
Gruppen U(p,q,H) -die antiunitdre quaternionale Gruppes
Relativitatstheorie, Minkowski-Geometrie, Lorentzgruppe

Euklidische und unitdre Vektorriume

Definition der euklidischen und unitdren Vektorraume.

die Standardrdume.Reellifizierung unitdrer Vektorraume,
Komplexifizierung euklidischer Vektorrdume.orthogonale

und unitdre GruppesDie Iwasawa-Zerlegung+O(n,RR) als
maximale kompakte Untergruppe von GL(n,R) » kommutierende
Endomorphismen haben einen gemeinsamen Eigenvektore
Charakterisierung normaler, hermitescher, antihermitescher
und unitdrer Endomorphismen durch ihre Eigenraumzerlegunge
konjugierte normale Matrizen sind konjugiert unter U(n,C)e.

12.6
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12.7.

Seite

die Gruppe SO(2,R) * Normalformen symmetrischer

und orthogonaler EndomorphismeneWeylgruppen vom

Typ Bk und Dyemaximale Tori in SO(n,R) * Konjuga-
tionsklassen in O(n,R) «die Wurzel aus einer
positiv definiten hermiteschen Matrixedie Polar-
zerlegungePolarzerlegung und Cartan-Zerlegunge
reelle Cartan-Zerlegung und Palarzerlegungedie
Zerlegungen der allgemeinen linearen Gruppe und die
Algorithmen der linearen Algebraesymmetrische Raumes
Gegeniiberstellung der verschiedenen Klassifikations-
probleme fir Endomorphismen und Sesquilinearformen
auf einem Vektorraum mit oder ohne euklidische bzw.
unitdre StruktureHauptachsentransformation

Die Klassischen Gruppen 501
Reelle und komplexe Liesche Gruppensklassische
Beispieleslokale IsomorphiesLie~Algebra einer Lieschen
GruppesLie-Algebren der klassischen Gruppenelokale
Isomorphie ist Aquivalent zur Isomorphie der Lie-
Algebrene.reelle FormensBeispielesZusammenhangskomponente
der l.einfache Liesche Gruppensdie Klassifikation der
einfachen komplexen Lieschen Gruppenseinfache reelle
Liesche Gruppen als reelle Formen oder Reellifizierungen
komplexer einfacher Liescher GruppeneKlassifikation der
einfachen reellen Lieschen Gruppenekompakte und anti-
kompakte reelle Formen

Bemerkungen zur Geschichte der Geometrie der klassischen 514
Gruppen

Euklidische Geometrie und orthogonale Gruppeessymmetrische
Bilinearformen, verallgemeinerte orthogonale Gruppens
Hermitesche Formen, unitire Geometrieeschiefsymmetrische

Formen, symplektische Geometrie.die klassischen Gruppen

als Liegruppen

Literatur zu § 12 520
Quellemverzeichnis der Abbildungen 522
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